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Nauki ścisłe priorytetem społeczeństwa opartego na wiedzy
Zbiór scenariuszy „Mój przedmiot matematyka”
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[bookmark: _GoBack]Zbiór „Mój przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla uczniów szczególnie zainteresowanych matematyką. Scenariusze mogą być wykorzystywane przez nauczycieli zarówno na typowych zajęciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak też 
w ramach dodatkowych zajęć poszerzających wiedzę uczniów, np. koła zainteresowań. Scenariusze wymagają zastosowania komputerów 
z dostępem do internetu. Takie wyposażenie pozwoli na wykorzystanie środków dydaktycznych przewidzianych w projekcie „Nauki ścisłe priorytetem społeczeństwa opartego na wiedzy” takich jak moduły e-learningowe:  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, „Funkcja kwadratowa”, „Równania i nierówności liniowe i kwadratowe”, „Wielomiany”, gry strategiczne „Wyprawa Nasreddina”, „Herbatka 
u królowej Anglii”, „Wyprawa na grzyby”, „Matemafia” oraz „Międzykontynentalna szkoła”, poradniki „Ciągi”, „Planimetria”, „Trygonometria”, „Geometria analityczna”. Scenariusze mogą być realizowane na zajęciach lekcyjnych jako całość lub nauczyciel dokonuje wyboru określonych materiałów zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami – zwiększa to elastyczność stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia 
w placówce odpowiednich warunków technicznych do realizacji materiału w oparciu o cały pakiet.
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[bookmark: _Toc336438216]Scenariusz nr 1:  Przestrzeń zdarzeń elementarnych. Zdarzenia. Działania na zdarzeniach.

	Temat zajęć
	Przestrzeń zdarzeń elementarnych. Zdarzenia. Działania na zdarzeniach.

	Dział
	Probabilistyka

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Usystematyzowanie wiadomości dotyczących pojęcia przestrzeni zdarzeń elementarnych, pojęcia zdarzenia losowego oraz działań na zdarzeniach
· Rozwijanie umiejętności czytania tekstu matematycznego ze zrozumieniem
· Wyrabianie umiejętności korzystania z platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	Uczeń:
· potrafi wyznaczyć zbiór wszystkich zdarzeń elementarnych;
· umiejętnie wyznacza zbiór zdarzeń elementarnych sprzyjających danemu  zdarzeniu losowemu oraz potrafi określić liczbę tych zdarzeń;
· operuje słownictwem matematycznym.


	3 
	Formy i metody
	· Dyskusja kierowana
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna lub parami


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.



	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel wprowadza w temat zajęć, informuje o zasobach na platformie Moodle stanowiących 
o przestrzeni zdarzeń elementarnych, zdarzeniach i działaniach na nich. Te zagadnienia probabilistyczne zamieszczone są w temacie nr 6, lekcja „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”. 


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie przypominają zagadnienia występujące w probabilistyce, analizują przykłady oraz rozwiązują zadania utrwalające, które zostały zamieszczone pod lekcją nr 6. W bardziej kłopotliwych sytuacjach, nauczyciel wspiera ucznia bądź to merytorycznie, bądź technicznie (np. wskazując edytor równań niezbędny do zapisywania oznaczeń matematycznych)
Uczniowie pracują we własnym tempie, rozwiązują zadania otwarte zamieszczone pod tematem nr 6. Poniżej treści tych zadań:
[image: ]

[image: ]
Przykładem doświadczenia losowego w  rachunku prawdopodobieństwa  jest także losowanie talii 
z karty. Przybliżając talię 52 kart nauczyciel wykorzystuje tablicę interaktywną. Przypomina uczniom cztery występujące kolory, blotki i figury. Przykładowy obraz z tablicy interaktywnej (wybieramy Zasadnicze składniki galerii-Matematyka-Statystyka i prawdopodobieństwo-Talia kart):

[image: ]

Na zakończenie uczniowie rozwiązują zadanie z tym doświadczeniem związane:
Zadanie:
Z talii 52 kart losujemy jedną kartę.
a) Podaj liczbę zdarzeń elementarnych sprzyjających
· Zdarzeniu A polegającemu na wylosowaniu króla 
· Zdarzeniu B polegającemu na wylosowaniu trefla lub dwójki
· Zdarzeniu C polegającemu na wylosowaniu karty starszej od dziewiątki
· Zdarzeniu D polegającemu na wylosowaniu blotki
b) Ze zdarzeń A, B, C, D wybierz pary zdarzeń wykluczających się.

Nauczyciel podkreśla, iż istotną rolę w zadaniach z rachunku prawdopodobieństwa jest ustalenie (i to na początku rozwiązywanego zadania) przestrzeni wszystkich wyników zdarzeń elementarnych doświadczenia losowego.  Zadania z rachunku prawdopodobieństwa niejednokrotnie sprawiają wrażenie zadań „dziwnych”, rola nauczyciela w tym wypadku sprowadza się do uświadomienia uczniom, że tego typu zadania stawiają ucznia często w sytuacjach problemowych (niezależnie od przydatności tego zadania w danej chwili), które wymuszają stosowanie pewnych narzędzi matematycznych czy też matematycznej analizy sytuacji i twórczości m.in. w stosowaniu symboli 
i języka matematycznego.


	7 
	Podsumowanie zajęć
	Ocena aktywności uczniów, prawidłowości rozwiązywanych zadań, stosowanie odpowiedniego języka matematycznego.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Bez uwag





[bookmark: _Toc336438217]Scenariusz nr 2:  Klasyczna definicja prawdopodobieństwa

	Temat zajęć
	Klasyczna definicja prawdopodobieństwa

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Usystematyzowanie wiadomości dotyczących klasycznej definicji prawdopodobieństwa 
· Wdrażanie do wykorzystania posiadanej wiedzy do rozwiązywania problemów probabilistycznych
· Kształcenie umiejętności rozwiązywania zadań zamkniętych i otwartych
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	Uczeń:
· zna i umie zastosować klasyczną definicję prawdopodobieństwa;
· ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popełniane błędy;
· kształci umiejętność samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji zawartych w treści zadania;
· umie wybrać odpowiednią strategię rozwiązywania zadań zamkniętych.


	3 
	Formy i metody
	· Obserwacja
· Praca z komputerem – platforma Moodle
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle. 


	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel informuje co będzie przedmiotem zajęć, omawia  organizację pracy na lekcji.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 7: ”Klasyczna definicja prawdopodobieństwa”. I tak uczniowie uporządkowują swoją wiedzę na temat prawdopodobieństwa 
w ujęciu klasycznym, zapoznając się z kolejnymi stronami tego tematu:
Strona nr 1:
[image: ]
Uczniowie na kolejnej stronie mają w bardzo czytelny sposób zapisaną „receptę” na rozwiązywanie pewnego typu zadań w rachunku prawdopodobieństwa:
Strona nr 2:
[image: ]
W dalszej części uczniowie analizują dwa przykłady, by lepiej zrozumieć istotę rozwiązywania tego typu zadań.
Strona nr 3:
[image: ]
Strona nr 4:
[image: ]
Utrwaleniu i sprawdzeniu posiadanych umiejętności posłużą zadania otwarte zamieszczone bezpośrednio pod tematem nr 7:
[image: ]
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[image: ]

	7 
	Podsumowanie zajęć
	Uczniowie rozwiązują samodzielnie zadania, rozwiązania przesyłają wykorzystując platformę Moodle, 
o ocenie  zadania nauczyciel  informuje uczniów także wykorzystując platformę Moodle.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Bez uwag





[bookmark: _Toc336438218]Scenariusz nr 3:  „Drzewka” w rachunku prawdopodobieństwa

	Temat zajęć
	„Drzewka” w rachunku prawdopodobieństwa

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Usystematyzowanie wiadomości dotyczących „drzewek” w probabilistyce 
· Kształtowanie umiejętności logicznego myślenia i wyciągania wniosków
· Kształcenie umiejętności rozwiązywania zadań otwartych
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	Uczeń:
· zna i umie zastosować metodę „drzew” w rachunku  prawdopodobieństwa
· ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popełniane błędy
· kształci umiejętność samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji zawartych w treści zadania 
· umie zachować dyscyplinę czasową


	3 
	Formy i metody
	· Pogadanka
· Obserwacja
· Praca z komputerem – platforma Moodle
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle. 


	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel informuje co będzie przedmiotem zajęć, omawia organizację pracy na lekcji, pogadanka 
o metodach rozwiązywania zadań w rachunku prawdopodobieństwa.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 8: ”Drzewka” w rachunku prawdopodobieństwa”. Uczniowie uporządkowują swoją wiedzę na temat metody drzew w rachunku prawdopodobieństwa, zapoznają się z kolejnymi stronami tego tematu:
Strona 1: 
[image: ]
Strona 2:
[image: ]
Strona 3:
[image: ]
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Uczniowie przypominają dwie podstawowe zasady obowiązujące przy stosowaniu „drzewek”:
Strona 4:

[image: ]
Strona 5:
[image: ]
Strona 6:
[image: ]
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Strona 7:
[image: ]
Strona 8:
[image: ]
W  dalszej części uczniowie rozwiązują zadania otwarte zamieszczone bezpośrednio pod tematem nr 8:

[image: ]
[image: ]

	7 
	Podsumowanie zajęć
	Nauczyciel ocenia aktywność uczniów podczas zajęć.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Nauczyciel udziela informacji o ocenie zadań poprzez platformę Moodle.





[bookmark: _Toc336438219]Scenariusz nr 4:  Własności prawdopodobieństwa

	Temat zajęć
	Własności prawdopodobieństwa

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Ćwiczenie umiejętności stosowania własności prawdopodobieństwa
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	· Uczeń:
· zna i umie zastosować własności prawdopodobieństwa;
· kształci umiejętność samodzielnego zdobywania wiedzy, bycia odpowiedzialnym za wyniki swojej pracy;
· zna i stosuje odpowiednią strategię rozwiązywania zadań zamkniętych;
· umie zachować dyscyplinę czasową.


	3 
	Formy i metody
	· Pogadanka-powtórzenie
· Praca z komputerem – platforma Moodle
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna 


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.


	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel informuje co będzie przedmiotem zajęć, omawia  organizację pracy na lekcji.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 9: ”Własności prawdopodobieństwa”. Uczniowie uporządkowują swoją wiedzę na temat własności prawdopodobieństwa, zapoznają się 
z kolejnymi stronami tego tematu:
Strona 1: 
[image: ]
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Strona 2:
[image: ]
Strona 3:
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Strona 4:

[image: ]
W dalszej części uczniowie rozwiązują zadania zamknięte zamieszczone w temacie 9,  Menu lekcji: 3.1.
Zadania otwarte zamieszczone bezpośrednio pod tematem nr 9 uczniowie rozwiązują i przesyłają do sprawdzenia poprzez platformę Moodle.
Zadania otwarte: 
[image: ]
[image: ]

	7 
	Podsumowanie zajęć
	Nauczyciel ocenia aktywność uczniów podczas zajęć.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Nauczyciel udziela informacji o ocenie zadań poprzez platformę Moodle.


[bookmark: _Toc336438220]Scenariusz nr 5:  Rozwiązywanie zadań różnych z rachunku prawdopodobieństwa – powtórzenie wiadomości

	Temat zajęć
	Rozwiązywanie zadań różnych z rachunku prawdopodobieństwa – powtórzenie wiadomości

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Usystematyzowanie wiadomości i pojęć związanych z rachunkiem prawdopodobieństwa 
· Kształtowanie umiejętności logicznego myślenia i wyciągania wniosków
· Kształcenie umiejętności rozwiązywania zadań zamkniętych i otwartych
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	Uczeń:
· zna metody rozwiązywania zadań w rachunku  prawdopodobieństwa; 
· ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popełniane błędy;
· kształci umiejętność samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji zawartych w treści zadania;
· umie wybrać odpowiednią strategię rozwiązywania zadań zamkniętych z rachunku prawdopodobieństwa.


	3 
	Formy i metody
	· Pogadanka
· Obserwacja
· Praca z komputerem – platforma Moodle
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna 


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel informuje co będzie przedmiotem zajęć, omawia  organizację pracy na lekcji.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 10: ”Rozwiązywanie zadań różnych 
z rachunku prawdopodobieństwa – powtórzenie wiadomości”.  Uczniowie uporządkowują swoją wiedzę na temat pojęć związanych z rachunkiem prawdopodobieństwa. Rozwiązują zadania zamknięte, zadania otwarte krótkiej odpowiedzi oraz otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Zadania zamknięte zamieszczone są w temacie e-learningowym, natomiast zadania otwarte zamieszczone są bezpośrednio pod tematem.
Zadania otwarte krótkiej odpowiedzi:
[image: ]
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi:

[image: ]
[image: ]
Uczniowie pracują samodzielnie rozwiązując zamieszczone zadania, przesyłają rozwiązania, uzyskują na platformie Moodle informację o poprawności rozwiązań poszczególnych zadań.


	7 
	Podsumowanie zajęć
	Podsumowanie aktywność uczniów na zajęciach, uczniowie dyskutują na temat atrakcyjności 
i skuteczności takiej formy powtórzenia wiadomości z rachunku prawdopodobieństwa, wyjaśniane są  problemy, które wystąpiły na lekcji.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Zajęcia są doskonałą formą powtórzenia wiadomości z rachunku prawdopodobieństwa.


[bookmark: _Toc336438221]Scenariusz nr 6:  Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje.

	Temat zajęć
	Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje. 

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa III (IV etap edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Kształcenie umiejętności rozpoznawania i stosowania  podstawowych pojęć kombinatorycznych: silni, permutacji, wariacji z powtórzeniami i bez powtórzeń oraz kombinacji
· Kształtowanie umiejętności dzielenia się posiadaną wiedzą
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	· Uczeń:
· zna i rozumie znaczenie pojęć: permutacje, wariacje bez powtórzeń, wariacje z powtórzeniami, kombinacje
· umie zastosować poznane pojęcia kombinatoryczne
· porządkuje i wykorzystuje informacje zawarte w treści zadania


	3 
	Formy i metody
	· Dyskusja kierowana
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna lub parami


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel omawia organizację pracy na lekcji, przedstawia cele lekcji.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 4: ”Podstawowe zasady kombinatoryki”.  
Uczniowie zapoznają się z treścią kolejnych stron e-learningu, analizują przedstawione zagadnienia, przykłady, wskazówki a w dalszej części rozwiązują zadania. Zagadnienia i treści ujęte na platformie, dotyczące podstawowych pojęć kombinatorycznych: 
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	7 
	Podsumowanie zajęć
	Nauczyciel ocenia zaangażowanie uczniów podczas zajęć, ich aktywność, wspiera w rozwiązywaniu bieżących problemów.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Bez uwag


[bookmark: _Toc336438222]Scenariusz nr 7*:  Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje.

	Temat zajęć
	Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje. 

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa III (IV etap edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Kształcenie umiejętności rozpoznawania i stosowania  podstawowych pojęć kombinatorycznych: silni, permutacji, wariacji z powtórzeniami i bez powtórzeń oraz kombinacji
· Kształtowanie umiejętności dzielenia się posiadaną wiedzą
· Kształtowanie umiejętności korzystania z programów multimedialnych, platformy Moodle


	2 
	Cele szczegółowe
	· Uczeń:
· zna i rozumie znaczenie pojęć: permutacje, wariacje bez powtórzeń, wariacje z powtórzeniami, kombinacje;
· umie zastosować poznane pojęcia kombinatoryczne;
· porządkuje i wykorzystuje informacje zawarte w treści zadania.


	3 
	Formy i metody
	· Dyskusja kierowana
· Ćwiczenia
· Praca indywidualna lub parami


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel omawia organizację pracy na lekcji, przedstawia cele lekcji.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 4: ”Podstawowe zasady kombinatoryki”.  
Uczniowie zapoznają się z treścią kolejnych stron e-learningu, analizują przedstawione zagadnienia, przykłady, wskazówki a w dalszej części rozwiązują zadania. Zagadnienia i treści ujęte na platformie, dotyczące podstawowych pojęć kombinatorycznych: 
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	7 
	Podsumowanie zajęć
	Nauczyciel ocenia zaangażowanie uczniów podczas zajęć, ich aktywność, wspiera w rozwiązywaniu bieżących problemów.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Bez uwag


[bookmark: _Toc336438223]Scenariusz nr 8*:  Zastosowanie wzorów kombinatorycznych do rozwiązywania zadań tekstowych

	Temat zajęć
	Zastosowanie wzorów kombinatorycznych do rozwiązywania zadań tekstowych

	Dział
	Rachunek prawdopodobieństwa

	Klasa (poziom edukacyjny)
	Klasa III (IV etap edukacyjny)

	Czas trwania zajęć
	90 minut

	Lp.
	Element scenariusza
	Treść zajęć

	1 
	Cel ogólny
	· Usystematyzowanie materiału z zakresu kombinatoryki
· Uświadomienie uczniom, że w rachunku prawdopodobieństwa najważniejszy jest zdrowy rozsądek 
i logiczne rozumowanie
· Nauka samodzielnego rozwiązywania problemów


	2 
	Cele szczegółowe
	· Uczeń:
· rozróżnia zadania dotyczące poznanych elementów kombinatorycznych
· stosuje symbol silnia
· porządkuje i umiejętnie wykorzystuje informacje zawarte w treści zadania


	3 
	Formy i metody
	· Ćwiczenia
· Praca indywidualna lub parami


	4 
	Środki dydaktyczne
(ze szczegółowym wskazaniem środków opracowanych w projekcie np. moduł, gra)
	Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

	5 
	Wprowadzenie do zajęć
	Nauczyciel omawia organizację pracy na lekcji, uczniowie przypominają poznane podstawowe elementy kombinatoryczne.


	6 
	Przebieg zajęć (pełna wersja)
	Uczniowie logują się na platformę Moodle, wpisują hasło, login. Po zalogowaniu się wybieramy lekcję  „Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieństwa”, temat nr 5: ”Zastosowanie wzorów kombinatorycznych do rozwiązywania zadań tekstowych”.  
Jako pierwsze, uczniowie rozwiązują zadania zamknięte wybierają jedną odpowiedź uzyskując jednocześnie informację zwrotną o poprawności rozwiązania zadania.
W dalszej części lekcji uczniowie rozwiązują zadania otwarte, przesyłają je na platformę (jako skan lub w pliku Word), nauczyciel wspiera pracę uczniów udzielając porad głównie technicznych, rzadziej merytorycznych, gdyż ocena poprawności rozwiązania zostanie zamieszczona na platformie Moodle.
Oto treści zadań przeznaczonych do rozwiązania dla uczniów:
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	7 
	Podsumowanie zajęć
	Nauczyciel ocenia aktywność uczniów podczas zajęć, ich zaangażowanie, wyjaśnia pojawiające się problemy.


	8 
	Uwagi metodyczne do realizacji
	Bez uwag
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Zadanie 3.

Rzucamyrazmoneta i szeScienna kostka do gry. Okreé] prestrzen Q tego doswiadczenia a nastepric
wypisz wszystkie wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A wypadla nieparzystaliczba oczek lubreszka
B wypadia parzysta liczba oczeki reszka

C—nakostee wypadio nie wiged niz szesé oczek

Zadanie 4.

Reucamy czteryrazy symefryczna moneta. Niech A ozmacza zdarzenie polegajace na ofzymaniu co
najmnicj trzech orlow, zas B zdarzenie polegajace na oirzymaniu czterech orlow lub czterechreszek.
‘Wypisz zdarzenia sprzyjajace zdarzeniom: A, B.
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1. Prawdopodobiernistwo w ujeciu klasycznym
Zapewne odpowieszna pytanie: jaka mamy szanse otrzymania orfa ( czy tezreszki) w
rzucie moneta (jakie jest prawdopodobieristwo otrzymania orha (czy tez reszki) w rzucie

moneta)?

Mozemy spodziewaé sie odpowiedzi:

.5 lub 50%.
Teraz sformalizujemy pojecie prawdopodobieristwa zajscia zdarzenia np. A.
o

Jezeli prestrzei © jest skoiiczona i wszystkie zdarzenia elementarne s jednakowo
prawdopodobne, to prawdopodobieiistwo kazdego zdarzenia jest ilorazem liczhy
2darzes elementarnych sprzyjajacych temu zdarzeniu przez liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych.

Zapisijemy:  P(d)=

4
o
gdzie Q- liczba wszystkich zdarzes clementamych,

A -liczba zdarzes sprzyjajacych zdarzenin A
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"Recepta"” na zadania

W rachunku prawdopodobieristwa mozna pewna grupe zadai rozwiazywac wedlug

tepujacego schematu:

W

Okredlamy, na czym polega doswiadczenie losowe oraz czym jest zdarzenie
elementame

Znajdujemy liczbe wszystkich zdarzes clementamych O

Nazywamy zdarzenic np. A (o ktérym mowa w zadaniu) oraz okredlamy liczbe
2darzen clementamych sprzyiajacych zdarzeniu A, kidrego prawdopodobietistwo
nalezy policzyé

Obliczamy P(4)
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2. Przyktady zastosowania klasycznej definicji prawdopodobienstwa
Proyklad 1:

W asie liczacej 25 uczniéw jest 10 dziewczat i 15 chiopeéw. Na lekeji zostal zapytany jeden
uczes. Jakie jest prawdopodobietistwo zdarzenia, ze byl to chiopiec?

Rozwi

Mamy zatem:

0 =25, A=15 gdzie A omacza zdarzenie: zapytany zostat chiopiec

Z Masycanj def. prawdopodobiesistwa:

. 15_3
oyl P(4)=—

-
A=
=2 235

Odp. Prawdopodobietistwo, ze bedzie odpowiada chlopiec jest réwne %
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Provklad 2:

Dany jest zbiér liczb { 1,2, 3, -....... 50}
Ze zbioru wylosowano jedna liczbe. Oblicz prawdopodobiesistwo wylosowania:
2) liczby nieparzystej,

b)liczby podzielnej przez 2 lub 3

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze 0=50,

Niech A ~ wylosowano liczbe nieparzysta, 4=25

B — wylosowano liczbe podzielna prze 2 lub przez 3, B =32

32_16
Zat =31 ppy-32_16
e FD=55 ZP() 50 25
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Zadanie 1

W szeéciokacie wypuklym wybieramy losowo dwa wierzcholki. Traktujemy je jako kofice
‘pewnego odeinka. Oblicz prawdopodobiestwo tego, z¢ odcinck ten nie jest bokiem
szedciokata

Zadanie 2

W umie znajduje sie 6 kul bialych i 4 czame. Losujemy jednoczesnie trzy kule. Oblicz
‘prawdopodobietistwo zdarzenia polegajacego na tym, z¢ wylosowane kule beda czame.

Zadanie 3

Z picciu pretéw o diugosci odpowiednio: 1.23,4.5 jednostek dhugosei wybrano losowo trzy.
Oblicz prawdopodobiesistwo tego, e mozna z nich zbudewaé réjkat prostokatny.
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Zadanie 4

Rzucamy cztery razy symetryczn monete. Oblicz prawdopodobiesistwo:
2) e orzel wypadnie parzyst ilosé razy:
b) zena pierwszych dwéch monetach wypadnie reszka;
©) zereszka wypadnie, co najmnicj dwa razy;
d) 2 orzel wypadnie, co najwyzej 3 razy.
Zadanie 5

W pewnej loterii na 100 loséw 5 jest wygrywajacych. Oblicz prawdopodobieristwo, ze wéréd
3 kupionych loséw tej loterii 2 sa wygrywajace i 1 przegrywajacy.
Zadanie 6

Rzucono moneta i kostka szecienna do gry. Niech A omacza zdarzenie: wypadi orzel i
pazysta liczha oczek, B — wypadt orzel i liczba oczek podziclna przez 3. Oblicz
‘prawdopodobietistwo zdarze 4, B, AUB

Zadanie 7

Takie jest prawdopodobiefistwo, ze ustawiajac dwie dziewczyny i pieciu chlopeéw w rzedzie,
dziewczeta nie beda staly obok sicbie?
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Zadanie §

Z talii 52 kart losujemy cztery karty. Oblicz prawdopodobietistwo wylosowania:
) kart tego samego koloru;
b) czterech aséw;
©) dwéch dam i dwéch krsléw;
d) trzech dziesiatek i jednej czwérki;
©) kart rézmych koloréw.
Zadanie 9

Ze zbioru cyfr {1.2....7} wybieramy losowo bez zwracania trzy rézne cyfiy i zapisujemy je w
kolejnosci losowania tworzacliczbe trzyeyfrowa. Jakie jest prawdopodobiefistwo otrzymania
liczby mnicjszej od 4657

Zadanie 10

Rzucamy trzy razy kostka. Jakie jest prawdopodobiesistwo, ze choé raz wypadnie széstka?
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1. Wprowadzenie do metody ,drzewek” w rachunku
prawdopodobienstwa.

Rozwiazujac zadania probabilistyczne mozma wykorzystaé poznane pojecia i wzory
kombinatoryczne jak réwniez metode graficzna

Graficzny opis wicloetapowego doéwiadezenia losowego za pomoca diagramu
nazywamy drzewem stochastycznym lub krétko drzewem. Metoda ,drzewa” pozwala
zobaczyé przcbieg doéwiadezenia losowego, zauwazyé, ze rozwizanie zadania jest bardzo
naturalne i zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Na czy polega metoda ,,drzew”?
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1.1. Przyktad zastosowania "drzewa"

Przeanalizujmy nastepujacy problem:

W Kasie IIT a jest 14 dziewczat i 16 chlopcéw, w Klasie I11 b jest 17 dziewczat i 13
chlopeéw. Z obu Klas na wycieczke moze pojecha tylko jedna osoba. Uczniowie postanowili,
2¢ wybiora ja W nastepujacy sposéb: rzuca raz symetryczna kostka do gry, jedli wypadnie
parzysta liczba oczek, to pojedzie osoba z Klasy 111 a, w przeciwnym wypadku osoba z 111 b.
Takie jest prawdopodobietistwo, ze na wycieczke pojedzie dziewczyna?

Zauwazmy, ze nasze doswiadczenie jest dwuetapowe. T tak:

pierwszy efap to rzut kostka do grv, nastepnie w zalezmoici od tego, czy otrzymalimy
parzysta czy nieparzysta liczba oczek, wybieramy osobe albo z Klasy 111 a albo z IIT b (to drugi
etap tego doswiadczenia).

Rysujac .drzewko” rozpoczynamy od wekelka (poczatek) drzewa, nastepnie
umieszezamy wyniki kolejnych ctapéw dogwiadczenia pod krawedziami (odcinkami). Obok
krawedzi zapisujemy prawdopodobietistwa otrzymanych wynikéw.

Otrzymujemy w ten sposéb ciag krawedzi (faczy on poczatek drzewa z koficowym
wynikiem) zwanych galeziami. Kazdej galezi opowiada pewien wynik naszego doéwiadezenia,
np. wynik (P.D) omacza, ze w rzucie kostka otrzymano parzysta liczbe oczek i wylosowana
osoba jest dziewczyna z klasy 111 a.
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1.2. rozwiazanie przyktadu metoda "drzew"

Waine!
Suma prawdopodobieristw przypisanych krawedziom wychodzacym zjednego wezelka drzewajest
réwna 1

Przyimujemy ozmaczenia:

~ zdarzenie polegajace na tym, ze w rzucie kostka do gry otrzymano parzysta liczbe oczek
N~ otrzymano nieparzysta liczbe oczek” (zapis skrécony)

D~ _wybrano dziewczyne”
N

C ~ _wybrano chiopca™
N Tetap-rzut kostka do gry

u/x/ xsu\ n/xo/ \3/30

C  Tetap - wybsr osoby

Pogrubione linie to galezie sprzyiajace temu, iz wybrana losowo osoba to dziewczyna.
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Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze na wycieczke pojedzie dziewczyna.

114,117
Wéwezas: P(d)==-—+~-—
vens P2 307250

Odp. Prawdopodobictistwo tego, ze na wycieczke pojedzie dziewczyna jest réwne %




image15.png
2. Reguta mnozenia i reguta dodawania dla "drzew"

Obliczajac P(A) wykorzystalismy dwiereguly (zasady) stosowane przy
rozwiazywaniu zadafi metoda , drzew’

Regula mnozenia dla drzew.
Prawdopodobieiistwo zdarzenia reprezentowanego przez jedna galaz drzewa

jest réwne iloczynowi prawdopodobiefistw przypisanych krawedziom,
2z ktérych skiada si¢ ta galaz.

Regula dodawania dla drzew.
Prawdopodobieiistwo zdarzenia opisanego przezkilka galezi drzewa jest rowne
sumie prawdopodobieiistw otrzymanychdla tych galezi.
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3. Przykiad zadania rozwiazanego metoda drzew oraz z
wykorzystaniem kombinatoryki

Zadanie:

W urnie jest 5 kul biatych, 2 czerwone i 3 nicbieskic. Losujemy kolejno bez
Zzwracania dwie kule. Jakic jest prawdopodobiefistwo wylosowania dwoch kul
tego samego koloru?
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Lsposb repwigzania: metoda , drzew”

Przyjmujemy omaczenia: B~ wylosowanie kuli bialej
€~ wylosowanie kuli czerwonej

N~ wylosowanie kuli nicbieskicj

Doswiadczenie jest dwuetapowe. Zumy zawierajacej 10 kul (5 B, 2 C, 3 N) losujemy_bez
‘wracanig dwie kule, zatem diagram tego doéwiadczenia wpostaci drzewka jest nastepujacy:

Niech A oznacza zdarzenie . wylosowano dwie kule tego samego koloru™.
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Wéwezas korzystajac z ,drzewa” mamy:

Odp. Prawdopodobietistwo wylosowania dwéch kul tego samego koloru jest réwne %
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1L sposih rogwiazania: kombinatoryka

Losujemy dwie kule z dziesieciu, kolejnosé nie jest wazna, zatem liczba wszystkich zdarzes
elementamych tego doéwiadezenia jest réwna liczbie kombinacii dwuelementowych zbiory

A- _wylosowano dwiekule tego samego koloru™

Liczba zdarzef sprzyijajacych A:

A=14

Z Masycanej definicji prawdopodobieristwa mamy:

4_14

= S 5
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4. Uwagi koricowe.

Przy pomocy .drzewka” mozma rozwiazaé prawie wszystkie zadania z rachunku
‘prawdopodobietistwa na poziomie szkoly ponadgimnazjalnc

Metoda ta ma swoje slabe strony. Problemem bedzie narysowanie . drzewka™ o duzej
liczbie galezi, 2 moze taka symacja mieé micjsce, gdy doswiadczenie sklada sie z wielu
etapéw np. trzykrotny rzut kostka do gry, czy tez pieciokrotny rzut moneta.

Iw takich sytuacjach niezastapiona jest metoda kombinatoryczna!
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Zadanie 1

W trzech umach rozmieszczono 12 kul biatych i 12 kul czerwonych. Liczbe tych kul w
‘poszezegélnych umach przedstawia ponizsza tabela:

Urna I | Uma 1T | Uma 11T
Ticzba kol bialych 2 6 4
Ticzba kul T 7 T
czerwonych

Zlosowo wybranej umy wybicramy jedna kule. Co jest bardziej prawdopodobne:
wylosowanie kuli bialej czy wylosowanie kuli czerwonej? Odpowiedz uzasadnij wykomujac
odpowiednie obliczenia.

Zadanie 2

Weréd oémiu monet jednajest falszywa. Losujemy dwiemonety. Jakie jest
‘prawdopodobietistwo, z wylosujemy monete falszywa?

Zadanie 3

Rzucamy trzy razy symefryczna moneta. Oblicz prawdopedabiefistwo zdarzenia polegajacego
na tym, ze tylko na dwéch monetach wypadi orzel.
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Zadanie 4

W loteri jest 20 loséw, z kidrych cztery wygrywa, a nastepne cztery daja prawo wyciagniecia
dodatkowegolosu. Oblicz prawdopodobiesistwo zdarzenia, ze kupujac jeden los wygramy.

Zadanie 5

Weréd dwéch kostek szesciennych do gry jedna jest prawidiowa, druga za¢ ma na
przeciwleglych Sciankach odpowiedni jedno, trzy i pieé oczek. Rzucamy losowo wybrana
kostka. Oblicz prawdopodobiesistwo zdarzenia polegajacego na wypadnieciu trzech oczek.

Zadanie 6

W paczce znajduje sic 8 ksiazek po 30 2L, 4 ksiazki po 20 l oraz 2 ksiazki po 50 zL Losujemy
2zpaczki dwicksiazki. Oblicz prawdopodobieristwo tego, ze:

2) Obie ksiazki maja te sama cene
b) Obie ksiazki kosztuja razem 80 2L
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1. Wiasnosdi prawdopodobieristwa

Z poprzednich lekeji wiemy, co nazywamy prawdopodobieiistwem dowolnego
2darzenia zawartego w skoiiczonej przestrzeni Q.

Czas, by wskaza¢ na to, jakie sa wlasnosci prawdopodobieistwa,
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Zapamiet:
1. Dla dowolnego zdarzenia A Q zachodzi: 0 < P(4) <1
2. P@)=
3. PQ)=

4. P(4)<P(B) gdy ACBcQ

. gdzie @ - zdarzenie niemozliwe (pusty podzbiér )

. gdzie Q- zdarzenic pewne

5. P(4)=1-P(4). gdzie 4 omacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia 4

6. Dla dowolnych zdarzens 4,8 C Q zachodzi:

P(4UB)=P(4)+P(B)-P(AnB)

tzn. prawdopodobietistwo sumy dwéch zdarzet jest réwne sumie prawdopodobietistw tych
2darzes pomnicjszone o prawdopodobieristo jednoczesnegoich zajscia.

Uwaga! Tezeli zdarzenia A i B wykluczaja sie (tzn. P(4rB)=0)

to P(AUB)=P(4)+P(B)
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2. Przyktady wykorzystania wasnosd prawdopodobieristwa

kiad 1.

Zdarzenia 4 1 B 53 dowolnymi zdarzeniami przestrzeni Q oraz
P(AUB):%, P(,f):%, p(z;):% Oblicz P(ANB)

Rogwiazanie:
Zgodnie z punktem 5. whsnosci myP(A' =1- P(A), wiec po przeksztatceniu
3

P(4)=1-P(4)=1- H :% Ze wzoru na prawdopodobieristwo sumy dwéch zdarzer

(whasnos¢ 6.) mamy: P(4B)= P(4)+ P(B)—P(4u B)

9 _4+8-9 3
72716 16 16

0dp. PANB) =
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Przyklad 2: (zadanic zamknicte)

Tezeli zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(ANB)=0125 i P(4UB

to suma prawdopodobieiistwa zdarzenia A i prawdopodobieristwa zdarzenia B jest réwna:

A.035, B.0.50 €075, D.

3
8

Rozwigzanie:

Z whasnosci 6. Mamy: P(4U B)= P(A4)+P(B)-P(4nB)
Zatem P(A)+P(B)=P(AUB)+P(AnB)= §+0125 :§+%
0dp.C
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Przyklad

Tesli zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(B')

P(4nB)=0, to prawdopodobiesistwo zdarzenia A jest réwne:

B.0.2, C

Z whasnoéci 5. mamy: P(B) =< =0.8 oraz z wlasnosci 6. obliczamy P(4):

P(AUB)=P(4)+P(B)-P(ANnB)
1=P(4)+08-0
P4)=02

odp B
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Zadanie 1

Zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac, ze P(A)

P(B)= % oblicz: P(4nB), P(B), P(4nB).

Zadanie 2

L panmy :, P(AuE):% Oblicz

O zdarzeniach A.BC Q wiadomo, ze P(4')=
P(B).P(4VB").P(B\ A
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Zadanie 3
Wiadomo, ze P(4) <P(4) i P(4)-P(4) :% Oblicz P(A).

Zadanie 4

Uzasadnij, ze jedli P(4)=045i P(8)=075,t0 P(4NB) 202

Zadanie 5

ejesli 4B C O oraz P(4)=09i P(B)=05 , to zdarzenia A i B wyhczaja sie.
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Zadanie 1

Zdarzenia 41 B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac, ze: P(4) = ;, P(B)=2 oraz

P(AUE):; oblicz: P(4 "B) oraz P(AUB")

Zadanie 2
Sprawds, czy zdarzenia Ai B wykluczaja sic, jedli P(4) :% oraz P(B) :3

Zadanie 3
W umie znajduje sie 5 kul czamo-czerwonych, 3 kule bialo-nicbieskie, 6 kul ziclono-zéttych i
8 kul bialych. Oblicz prawdopodobiesstwo wylosowania kuli dwukolorowe
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Zadnie 4
W pewnej loterii losujemy 4 liczby z 24.Oblicz prawdopodobieistwo tego, ze trafimy:

2) czwérke
) trzy liczby

Zadanie 5
Ze zbior liczb {— 638 7;013 %} losujemy bez zwracania wspélczynniki a, b funkcji

£(x) =ax + b. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia: funkdja f(x) jest malejaca w catym
zbiorze R.
Zadanie 6

Tie jest naturalnych liczb dwucyfrowych, ktérych cyfra dziesiatek jest parzysta, a cyfra
jednosci jest nicparzysta? Odpowiedz uzasadnij
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Zadanie 1

Co jest bardzicj prawdopodobne:
wyrzucenie sumy oczek podzielne przez 4 w rzucie dwiema kostkami, czy wyrzucenie wiccej
orléw niz reszek wrzucie czterema monetami?

Zadanie 2
Z Masy, whtérej jest 12 dziewezati 15 chlopedw, wybieramy trzyosobowa delegacje. Jakie
jest prawdopodobieristwo, ze w sklad delegacii wejdzie co najmnicj jedna dziewczyna?

Zadanie 3
Doswiadczenie polega na jednokrotnym rzucie symetryczna kostka do gry. Oblicz
‘prawdopodobieristwo zdarzes:
A —.wypadly co najwyzej cztery oczka”
B~ wypadia nieparzysta liczba oczek™
oraz zdarzeii: AUBi ANB
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Zadanie 4
Rzucamy czterema symetrycznymi monetami. Oblicz prawdopodabiefistwa zdarzes:
A~ _wypadnie dokladniejeden orzel”
B~ wypadnic co najmnicj jedna reszka”
C~reszka wypadnie tyle samo razy co orzel” oraz BAC

Zadanie 5
Ze zbioru wszystkich wierzcholkéw danego szesciokata foremnego o boku dhugosci a
losujemy dwarézme wierzcholki przyjmujac, ze wszystkie wyniki losowania sa jednakowo
‘prawdopodobne. Oblicz prawdopodobiesstwo zdarzenia:
A~ _wylosowane wierzcholki wyznaczaja bok danego wiclokata” oraz
B~ .wylosowane wierzcholki wyznaczaja odcinek dhugosci 22"

Zadanie 6

W urmie jest 10 kul 28tych i 2 czerwone. Ilekul czerwonych nalezy dorzucié, aby
‘prawdopodobieristwo wylosowania kuli czerwonej bylo réwne 3/5?
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1. Symbol silnia
n! omaczailoczyn kolejnych liczbnaturalnych od 1 don.

“2:3-m
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2. Symbol Newtona

@

= g edzie kel 1 ksn.

Niektére wartosci symbolu Newtona:

©-
(-1
0-
@-=
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3. Permutacje

Permutacia zbior n-clementowego nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag utworzony ze
wszystkich lementow tego zbioru.

Permutacia speinia nastepujace wanmli:

- kazda permutacja obgimue wszystkie dane clementy,

- istomajest tylko kolejnoé elementow permutadii.

Z permutacjami zbiorumanmy do czynienia wévwezas, gdy porzadkujemy elementy tego zbioru
(ustawiamy wszystie clementy w ciag).

Zatem pamietamy, Ze: permutacja to kazde ustawienie wszystkich
element6w zbioru w dowolnej kolejnosci.
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przyktady

Proyilad |

Z trzech danych clementéw: b, ¢, mozma utworzy szeé¢ permutacii: {a, b, ¢}, {a, c,b}, {b.a,c}
{b.c.a}, {c,a,b}, {c,b,al.

Liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementw jest réwnan!
P,=n!

Proyilad 2.

Szesc os6b w kolejcemozna ustawicna 6! = 720 sposobow.
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4. Wariacje bez powtérzen

Wariacia k-elementowa bez pow(6rzei utworzona ze zbioru n-clementowego (k <n)
nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag roznych elementow z tego zbioru.

Wariacje naste yce warunki:

- obejmuja jedynic okreslona liczbe k sposréd danychn clementér,
- istoma jest kolejnosé elementow wariai

Zatem pamietamy, e:

2 kwyrazowymi wariacjami bez powtérzei zbioru zlozonego z n elementéw mamy do
czynienia, gdy k razy wybieramy bez zwracania po jednym elemencie z danego zbioru.

Zauwazyénalezy, ze n-wyrazowe wariagie bez powtérzai zbior n-clementowego s3
permutacjami tego zbiom.
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przyktady

Proyilad I

Z trzech danych clamentéw: 2, b, ¢, mozma utworzyé nastepujace dwuelementowe wariacje bez
powtérzen: {a,b}, {a, c}, {b.a}, {b.c}. {c.a}, {c.b}.

Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtérzefi zbioru n-elementowego wyraza sig wzorem:

v

Provkiad 2.
Naile sposobéw mozma wybraé wjke klasowa z klasy liczac 30 uczmiow?

Rozwigzanie: Wazne jest, jaka fnkeje bedzie peinila kazda z osob wwybranej réjce , a jedna osoba
moze penic tylkojedna fnkcje. Zatemliczba wybranych trsjek Klasowychjest rowmaliczbie
trzywyrazowych wariacji bez powtérzen wybranych ze zbior 30 clementéw.

masasa0
o

28-29-30 = 24360 trojek klasowych
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5. Wariacje z powt6rzeniami

Wariacia k-elementows 2 powiorzeniami utworzona ze zbioru n-clementowego
nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag réznych lub nie rézmiacych si¢ clementéw z tego zbioru.

Z kwyrazowymi wariacjami z powtérzeniami zbioru n-clementowego mamy do
czynienia wéwezas, gdy k razy wybieramy po jednym clemencie ze zwracaniem z danego
zbioru
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przyktady

Proyilad I

Zuzech danych elementw: a, b, ¢, mozma utworzye nastepujace dwuelementowe wariacje z
powtérzeniami: {a,a}, (2,5} {a,c}, {b.a}.{b,b}, {b. c}.{c.a}. {e, b}, fe.c}

Liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego wyraza si¢ wzorem:

i

wh

Provkiad 2.
Naile sposobéw mozemy uzyskaé rézme wyniki, przy rzucie dwiema r6zmymi kostkami?
~Rozwigzanie:

Liczba wszystkich wynikéw przy rzucie dwiema kostkami jest réwnaliczbie dwwvyrazowych
wariacji z powtérzeniami ze zbioru szescioclementowego.





image42.png
5. Kombinacje

Kombinacia k-elementon utworzona ze zbioru n-clementowego (k <n) nazywamy
kazdy k-clementowy podzbiér tego zbioru.

Kombinacje speniaja nastepujace warunki:

- obejmuj

edynic okreslona liczbe k sposréd danych n clementéw.

- nie jest istotna kolejnosé elementéw kombinacii

UWAGA! Kombinaca, to jedna z mozliwosci wyboru kilku clementéw z wickszego
2bioru, przy czym kolejnosé wyboru clementéw nic ma znaczenia. Dwa podzbiory zlozone z
tych samych clementéw, 2 rézmiace sie tylko ich porzadkiem, stanowia te sama kembinacje.
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przyktady
Przyklad 1.

Z trzech danych elementéw: , b, ¢, momautworzyé nastepujace dwuelementowe kombinaje:
{a.b}. {a.c}, {b.c}.

Liczha k-elementowych kombinacji zhioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

a-()

Proyklad 2
Naile réznych sposobéw mozemy wybrac 3 osoby dokina sposrod 7.
Rozwigzanie:

Tlos¢ 0s6b, jakimi dysponujemy, to 7, czylin=7, bedziemy wybierali po 3 osoby, zatem k=3,
Podstawiamy do wzom i orzymujemy:

7 41:5-6:7 5:6:7
s_(7) = =5.7=
c77(;)7 T53=57=3%
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ZAPAMIETAT! Tylko w kombinacjach w wybrany ch elementach kolejnos¢ nie odgrywa rol!
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1. Tlejest wszystkich liczb trzycyfrowych mniejszych od 425:
2) o dowolnych cyfrach
b) orémych cyfrach?

2. Na okregu zaznaczono pieé punktéw. lle mozna poprowadzié prostych
‘przechodzacych przez te punkty?

3. Tiu zawodnikéw bralo udzial wtumicju szachowym, jedli wiadomo, ze rozegrano 10
‘meczy i kazdy gral z kazdym dokladnic jeden raz?
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4. Naloteri¢ przygotowano 30 losow. z ktérych 5 wygrywa. Na ile sposobow
wiréd kupionych 5 moga sie trafi
2) dokladnie 2 wygrywajace
b) najwyzej 1 przegrywajacy
©) wszystkie wygrywajace

5. Do autobusu wiada 5 kobiet i 7 mezezyzn. Na ile sposobéw moga wsiasé, jezeli
wiadomo, ze jako pierwsze wehodza kobiety?

6. Tie réznych sléw (majacych sens lub nic) mozna utworzyé przestawiajac w dowolny
sposéb litery w wyrazie:

2) matematyka

b) kombinatoryka

©) ekonomia
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7. Na egzaminie student losuje trzy pytania. Oblicz, ile jest mozliwosci, ze pozytywnie
odpowie on na co najmnicj dwa pytania, jezeli umie odpowiedzieé tylko na 20 pyta
spoéréd trzydziestu przygotowanych pytai egzaminacyjnych?

8. Rozwiazréwnanie: V' -P,_, =12P,

9. Naile sposobéw mozma wybraé 6 kart z
wybranych kart znajdowaly si¢ dwa trefle?

i 52 kart w taki sposéb, aby wiréd

10. Szesé oséb stoi trzymajac sie za rece i tworzac okrag. Na ile sposobéw moga one
ustawié sie wten sposéb?
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Zadanie 1.
Rzucamy rzy razy monefa.

2) Okresl przestrzen wszystkich wynikéw tego doswiadczenia losowego
b) Wypisz wszystkie wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A-wypadly dva orly
B-wypadly congmniqj dwie reszki
C—wypadi conajwyzj jeden orzel
D wypadly cztery orly
Zadanie 2.
Reucamy dwa razy symeirycznakostka do gry. Wypisz zdarzenia clementame sprzsjajace -
2) Zdarzeniu A polegajcemuna orzymaniu sumy oczek podzieingj przez 4

b) ZdarzeniuB polegajacenm na wyrzuceniu sumy oczek nie mnicjsze niz §
©) Zdarzeniu C polegajacemuna otrzymaniu za pierwszym razem co najmniej czterech oczek.
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KAPITAt LUDZKI
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